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Teorema de consistencia de Kolmogorov

Introducción

La invención de la Teoría de la Medida a principios del siglo XX vino a resolver el
problema de la fundamentación del Cálculo de Probabilidades, surgiendo así un
cuerpo teórico, puramente matemático, el cual constituye lo que ahora podemos
llamar la Teoría de la Probabilidad.

Inmediatamente después del surgimiento de la teoría de la medida de Lebesgue, se dio una
relación con el Cálculo de Probabilidades.

En 1904, Émile Borel (1871-1956) planteó que la integral clásica (de Riemann) es insu�ciente
para tratar algunos problemas de probabilidad :

Si se sabe que un número x está comprendido entre 0 y 1, ¿cuál es la probabilidad de que x
sea un número racional?

Utilizando la integral de Riemann, el problema no tiene solución.

Utilizando la integral de Lebesgue, la respuesta es 0.

Sin embargo, en un inicio la identi�cación de la probabilidad con una medida se hizo única-
mente en los problemas que caían dentro de un esquema geométrico.

En el año 1909, se publicó un articulo de Borel (Les probabilités dénombrables et leurs ap-
plications arithmétiques) el cual abrió una polémica acerca de las propiedades que debían
pedirse a la función probabilidad en una formulación axiomática.

Teorema de Borel. Consideremos una sucesión in�nita numerable de ensayos de Bernoulli
y sea pn la probabilidad de éxito en el ensayo n. Denotemos por A1 al evento:

A1: Se obtiene una in�nidad de éxitos.

Entonces:

Si la serie
P1

n=1 pn es convergente, P (A1) = 0.
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Si los ensayos de Bernoulli son independientes y la serie
P1

n=1 pn es divergente, P (A1) = 1.

En su razonamiento, Borel utilizó algunas de las propiedades que son equivalentes a la �-
aditividad, lo cual abría la pregunta acerca de la validez de esta propiedad para cualquier
función de probabilidad. Si la respuesta era a�rmativa se podría considerar a la función de
probabilidad como una medida.

En el libro de Hausdor¤ de 1914 se considera a la probabilidad como un ejemplo y una
aplicación de la teoría de la medida. Hausdor¤ no identi�caba a una probabilidad con una
medida, pero mostró que una medida normalizada tiene todas las propiedades de una pro-
babilidad.

Por otra parte, en 1913, Johann Radon había ya desarrollado una teoría general de la medida
en Rn y en 1915, con base en el trabajo de Radon, Maurice René Fréchet extendió la teoría
de la medida a espacios abstractos, de�niendo las funcionales aditivas. De esta manera, se
puede decir que, en ese momento, aunque posteriormente todavía se demostrarían algunos
resultados importantes, ya se contaba con lo básico de una teoría general de la medida.

Sin embargo, hacia 1915, aunque Frechet ya había desarrollado una teoría de la medida
en espacios abstractos, no podía hacerse una identi�cación automática de una función de
probabilidad con una medida mientras no se resolviera el problema de la existencia de una
medida asociada a cada problema de probabilidad.

En 1914, Carathéodory dio un método para construir medidas en Rn vía una medida exterior
y este método puede extenderse al caso de medidas en espacios abstractos. Sin embargo, la
de�nición de medidas en espacios de dimensión in�nita no es un problema que se haya
resuelto inmediatamente después del trabajo de Fréchet sobre la de�nición general de una
medida.

Fue P.J. Daniell quien entre 1918 y 1920 desarrolló una teoría de integración en espacios de
dimensión in�nita. Daniell no se basó para esto en el resultado de Carathéodory sino que
desarrolló su propio método.

Básicamente el método de Carathéodory para de�nir una medida consiste en partir de una
medida de�nida sobre un álgebra de subconjuntos de un conjunto dado 
 y en extender
esta medida a una �-álgebra que contiene a los conjuntos del álgebra de la que se partió.
En cambio, el método de Daniel consiste en partir de una integral. de�nida para una cierta
familia de funciones y en extender esta integral a una familia su�cientemente grande de
funciones. Los dos métodos son equivalentes en el sentido de que una vez teniendo una
medida se puede de�nir una integral e inversamente, una vez teniendo una integral se puede
de�nir una medida.

Por otra parte, el estudio de los teoremas límite había puesto en el centro de la atención de
los probabilistas a las variables aleatorias. El estudio de las variables aleatorias condujo a
Richard Edler Von Mises (1883-1953) a identi�car, en el año 1919, una ley de probabilidad
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con la función de distribución. Esta misma identi�cación la hizo Paul Pierre Lévy (1886-
1971) en su libro Calcul des Probabilités, publicado en 1925, donde, además, identi�caba a
una función de distribución con una medida sobre R y a una función de distribución conjunta
con una medida sobre Rn. De esta forma, dada una sola variable aleatoria, se puede asociar
a ésta una medida sobre R; dado un número �nito de variables aleatorias, se puede asociar
a esa familia una medida sobre Rn, para alguna n.

Pero, ¿cómo asociarle una medida a una familia in�nita de variables aleatorias?

Algunos resultados parciales consistentes en asociar una medida a una familia in�nita de
variables aleatorias se encuentran en los trabajos de Hugo Dyonizy Steinhaus (1887-1972) y
de Norbert Wiener (1894-1964).

Wiener trabajaba con funcionales lineales sobre espacios de funciones y seguía el método de
Daniell para extender tales funcionales:

Con ese método, entre 1921 y 1923, Wiener construyó un modelo matemático
para el movimiento browniano, para lo cual de�nió una medida de probabilidad
��aditiva sobre el espacio de las funciones continuas. Es este trabajo el que
marcó la pauta para poder de�nir una medida asociada a cualquier problema de
probabilidad.

Para el año 1925 algunos autores aceptaban ya a la �-aditividad como una propiedad general
de la función de probabilidad y entonces consideraban a la probabilidad como una medida.
Esto queda claro en el libro de Paul Pierre Lévy de 1925, donde, además, se de�ne a la
probabilidad en forma axiomática.

Sin embargo, la polémica sobre la propiedad de ��aditividad de la función de probabilidad
continuaba. Resalta en esta polémica una serie de artículos que publicaron Maurice Fréchet
y Bruno de Finetti en el año 1930.

Finalmente, en el año 1933, Kolmogorov publicó un artículo titulado Foundations
of the Theory of Probability en el cual estableció la formulación de la Teoría de
la Probabilidad que prevalece hasta nuestros días.

Dice ahí:

�Después de las publicaciones de las investigaciones de Lebesgue, las analogías entre medida
de un conjunto y probabilidad de un evento y entre la integral de una función y la esperanza
matemática de una variable aleatoria se hicieron evidentes. Pero para que la teoría de la
probabilidad pudiera basarse en tales analogías era todavía necesario hacer las teorías de la
medida y de la integración independientes de los elementos geométricos los cuales estaban
en el trasfondo con Lebesgue. Esto ha sido hecho por Fréchet. Mientras que una concepción
de la teoría de la probabilidad basada sobre el punto de vista general citado antes se ha dado
durante algún tiempo entre ciertos matemáticos, estaba faltando una exposición completa
de todo el sistema, libre de extrañas complicaciones.�
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Kolmogorov estableció como modelo matemático de un fenómeno probabilístico
una terna (
;=; P ), donde 
 es un conjunto, = una ��álgebra de subconjuntos 

y P una medida de probabilidad de�nida sobre =.

Con este modelo Kolmogorov logró entonces articular los diferentes conceptos de la teoría
de la probabilidad, como el de probabilidad condicional y la independencia de eventos y
de variables aleatorias. Mostró además como los resultados fundamentales de la teoría de
la probabilidad se articulan en un enfoque axiomático, exponiendo, dentro de este nuevo
contexto, las leyes débil y fuerte de los grandes números.

Finalmente, Kolmogorov, utilizando el método de Carathéodory, dio un método
general, además de simple, para construir medidas de probabilidad en espacios
de dimensión in�nita; este resultado es conocido como teorema de consistencia de
Kolmogorov.
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En la demostración del teorema de Kolmogorov se utilizan los siguientes resultados, los cuales
enuncio y demuestro aquí, pero no serán parte de la exposición.

Proposición 1. Sea � una medida �nita de�nida sobre los conjuntos borelianos de Rn,
Entonces, para cualquier rectángulo R = (a1; b1j � � � � � (an; bnj en Rn y " > 0, existe � > 0
tal que, si R� es el rectángulo (a1; d1)� � � � � (an; dn), donde:

dk =

�
bk + � si bk 2 R
bk si bk =1

entonces:

� (R) � � (R�) < � (R) + "
Demostración

Sea F : Rn 7! R la función de�nida por:

F (x1; : : : ; xn) = � ((�1; x1]� � � � � (�1; xn])

Para cualquier � > 0 de�namos:

d
(�)
k =

�
bk + � si bk 2 R
bk si bk =1

R(�) =
�
a1; d

(�)
1

���� � � � � �an; d(�)n ���
Se tiene entonces:

l��m�!0 �
�
R(�)

�
= l��m�i!0

Pn
k=0(�1)k

P(
(x1;��� ;xn)2S(k)

(a1;d�1;:::;an;d�n)

) F (x1; � � � ; xn)

=
Pn

k=0(�1)k
Pn

(x1;��� ;xn)2S(k)(a1;b1;:::;an;bn)

o F (x1; � � � ; xn) = � (R)
Dada " > 0, existe entonces � > 0 tal que:

�
�
R(�)

�
� � (R) < "

Finalmente, como R � R� � R(�), se tiene:

� (R) � � (R�) � �
�
R(�)

�
< � (R) + "
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Teorema 1. Sea � una medida �nita, de�nida sobre los conjuntos borelianos de Rn, En-
tonces, para cualquier conjunto boreliano B de Rn se tiene:

� (B) = ��nf f� (O) : B � O y O es un abierto de Rng
Demostración

Sea F : Rn 7! R la función de�nida por:

F (x1; : : : ; xn) = � ((�1; x1]� � � � � (�1; xn])

Sea I la familia de rectángulos de la forma (a1; b1j� � � �� (an; bnj y A la familia de conjuntos
de la forma

Sn
j=1Rj en donde n 2 N y R1; : : : ; Rn son rectángulos en I, ajenos por parejas.

A es un álgebra de subconjuntos de Rn y la �-álgebra generada por A es la �-álgebra de
conjuntos borelianos en Rn.

Como � es la medida generada por F , se tiene:

�(B) = ��nf f
P

i �(Ai) : A1; A2; : : : 2 A y B �
S
iAig

para cualquier conjunto boreliano B de Rn.

Sea B un conjunto boreliano de Rn. Dada " > 0, consideremos una colección, A1; A2; : : :, de
elementos de A tal que:

B �
S
iAiP

i �(Ai) < �(B) +
"
2

Cada Ai es de la forma:

Ai =
Sni
j=1R

(i;j)

donde ni 2 N y R(i;1); : : : ; R(i;ni) son rectángulos en I ajenos por parejas.

Para cada rectángulo R(i;j) =
�
a
(i;j)
1 ; b

(i;j)
1

���� � � � � �a(i;j)n ; b
(i;j)
n

��� sea �ij > 0 tal que, si R(i;j)�ij
es

el rectángulo
�
a
(i;j)
1 ; d

(i;j)
1

�
� � � � �

�
a
(i;j)
n ; d

(i;j)
n

�
, donde:

d
(i;j)
k =

(
b
(i;j)
k + �ij si b(i;j)k 2 R
bk si b(i;j)k =1

Entonces �
�
R
(i;j)
�ij

�
< �

�
R(i;j)

�
+ "

2i+j+1
.
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De�namos:

O" =
S
i

Sni
j=1R

(i;j)
�ij

Entonces O" es un abierto de Rn que contiene a B y se tiene:

� (O") �
P

i

Pni
j=1 �

�
R
(i;j)
�ij

�
<
P

i

�Pni
j=1 �

�
R(i;j)

�
+
Pni

j=1
"

2i+j+1

�
�
P

i

�
�(Ai) +

"
2i+1

�
�
P

i �(Ai) +
"
2

< �(B) + "

Teorema 2. Sea � una medida �nita, de�nida sobre los conjuntos borelianos de Rn, En-
tonces, para cualquier conjunto boreliano B de Rn se tiene:

� (B) = sup f� (K) : K � B y K es un compacto de Rng
Demostración

Sean B un boreliano de Rn y K1; K2; : : : una sucesión creciente de conjuntos compactos de
Rn tal que

S1
i=1Ki = Rn.

Dada " > 0, para cada i 2 N, sea Oi un abierto de Rn tal que Ki \ Bc � Oi y � (Oi) <
� (Ki \Bc) + "

2
. Entonces Ki \Oci es un compacto de Rn y se tiene:

Ki \Oci � Ki \ (Ki \Bc)c = Ki \ (Kc
i [B) = Ki \B

Ki \B �Ki \Oci = (Ki \B) \ (Ki \Oci )
c

= (Ki \B) \ (Kc
i [Oi) = Oi \ (Ki \B)

= (Oi �Ki \Bc) \ (Ki \B) � Oi �Ki \Bc

Así que:

� (Ki \B)� � (Ki \Oci ) � � (Oi)� � (Ki \Bc) < "
2

Por otra parte, B =
S1
i=1 (Ki \B), así que:

� (B) = supi2N � (Ki \B)

Sea N 2 N tal que � (B) < � (KN \B) + "
2
; entonces KN \ OcN es un compacto contenido

en B y se tiene:

� (B) < � (KN \B) + "
2
< � (KN \OcN) + ".
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Teorema 3. Si K es un conjunto compacto de Rn, entonces, para toda sucesión (xn)n2N de
elementos de K existe una subsucesión que converge a algún elemento de K..

Demostración

Sea (xi)i2N una sucesión cualquiera de elementos de K.

Como K es acotado, existe una celda I(1)1 � I(1)2 � � � � � I(1)n formada por intervalos cerrados
�nitos que lo contiene, a la cual llamaremos C1. Podemos tomarla de tal forma que los
intervalos I1; I2; : : : ; In tengan la misma longitud, la cual denotaremos por L.

Vamos a construir, inductivamente, una sucesión (Cm)m2f2;3;:::g de celdas, formasdas por
intervalos cerrados �nitos, tales que, para cualquier m 2 f2; 3; : : :g:

i) Cm � Cm�1.

ii) Cm contiene una in�nidad de elementos de la sucesión (xi)i2N.

iii) Si Cm = I
(m)
1 � I(m)2 � � � � � I(m)n , entonces, para cualquier j 2 f1; 2; : : : ; ng, l

�
I
(m)
j

�
=

1
2(m�2)

L.

De�niendo C2 = C1, C2 cumple con las condiciones i ii y iii.

Tomemos ahora k 2 f2; 3; : : :g y supongamos que tenemos de�nida una celdaCk =
h
a
(k)
1 ; b

(k)
1

i
�h

a
(k)
2 ; b

(k)
2

i
� � � � �

h
a
(k)
n ; b

(k)
n

i
satisfaciendo las propiedades i ii y iii.

Para cada j 2 f1; 2; : : : ; ng, denotemos por c(k)j al punto medio del intervalo
h
a
(k)
j ; b

(k)
j

i
.

De esta forma, en cada coordenada j tenemos los intervalos
h
a
(k)
j ; c

(k)
j

i
y
h
c
(k)
j ; b

(k)
j

i
.

Tomando en cada coordenada uno de esos dos intervalos y considerando el producto carte-
siano de ellos, formamos una celda. El total de celdas que podemos formar de esa manera es
igual a 2n y si C = I1 � I2 � � � � � In es cualquiera de esas celdas, se tiene C � Ck y, para
cualquier j 2 f1; 2; : : : ; ng, se tiene:

l (Ij) =
1
2
l
�h
a
(k)
j ; b

(k)
j

i�
= 1

2
1

2(k�2)
L = 1

2(k�1)
L

Sabemos que Ck contiene una in�nidad de elementos de la sucesión (xi)i2N, así que, por lo
menos una de las 2n celdas que formamos, llamémosla C, contiene una in�nidad de elementos
de la sucesión (xi)i2N, porque si para cualquiera de las 2

n celdas se tuviera la propiedad
contraria, Ck contendría únicamente un número �nito de elementos de la sucesión (xi)i2N.

De�namos entonces Ck+1 como una cualquiera de esas celdas C, entre las 2n celdas que
formamos, con la propiedad de que contiene una in�nidad de elementos de la sucesión (xi)i2N.
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La celda Ck+1 así de�nida satisface entonces las propiedades i, ii y iii.

Así que, por el principio de inducción matemática, para cada m 2 f2; 3; : : :g, queda de�nida
cada una de las celdas Cm satisfaciendo las propiedades i, ii y iii.

Para cada m 2 f2; 3; : : :g, denotemos por L(m) a la longitud común, igual a 1
2(m�2)

L, de cada

uno de los intervalos I(m)j que componen la celda Cm.

Por la propiedad i, las celdas de la sucesión (Cm)m2N que hemos construido están anidadas,
así que \1m=1Cm 6= ;. Esta intersección es un conjunto formado por un único punto, ya que
si x = (x1; x2; : : : ; xn) y y = (y1; y2; : : : ; yn) pertenecen a esa intersección, entonces, para
cada j 2 f1; 2; : : : ; ng y cualquier m 2 f2; 3; : : :g, xj y yj pertenecen al intervalo I(m)j cuya
longitud es igual a L(m); así que jyj � xjj � L(m) = 1

2(m�2)
L para cualquier m 2 f2; 3; : : :g y,

entonces, xj = yj.

Sea z = (z1; z2; : : : ; zn) el único punto en la intersección \1m=1Cm.

Tomemos cualquier elemento de la sucesión (xn)n2N, digamos xi1 =
�
x
(i1)
1 ; x

(i1)
2 ; : : : ; x

(i1)
n

�
.

Como, para cada m 2 f2; 3; : : :g, Cm contiene una in�nidad de elementos de la sucesión

(xi)i2N, podemos elegir, para cadam 2 f2; 3; : : :g, un elemento xim =
�
x
(im)
1 ; x

(im)
2 ; : : : ; x

(im)
n

�
de la sucesión (xi)i2N de tal forma que xim 2 Cm y im > im�1. De esta forma, la sucesión
(xim)m2N es una subsucesión de (xi)i2N.

Para cada m 2 f2; 3; : : :g, tanto z como xim pertenecen a la celda Cm, así que, para cualquier
j 2 f1; 2; : : : ; ng, se tiene:

���x(im)j � zj
��� � L(m)

Por lo tanto:

d (xim ; z) =

r�
x
(im)
1 � z1

�2
+
�
x
(im)
2 � z2

�2
+ � � �+

�
x
(im)
n � zn

�2
� L(m)

p
n = 1

2(m�2)
L
p
n

Así que la sucesión (xim)m2N converge a z.

Además, xim 2 K para cualquier m 2 N, así que, como K es cerrado, z = l��mm!1 xim 2 K.

Por lo tanto, hemos encontrado una subsucesión de (xi)i2N la cual converge a algún elemento
de K, lo cual prueba el resultado.
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Recordemos que si X es una variable aleatoria real, se de�ne su función de distribución
FX : R! R de la siguiente manera:

FX (x) = P [X � x]

Toda función de distribución FX tiene las siguientes propiedades:

1. FX es no decreciente y continua por la derecha.

2. l��mx!�1 FX (x) = 0.

3. l��mx!1 FX (x) = 1.

Vamos a llamar función de distribución a cualquier función que satisfaga estas 3 propiedades.

Si X1; : : : ; Xn son n variables aleatorias reales, se de�ne su función de distribución conjunta
FX1;:::;Xn : Rn ! R de la siguiente manera:

FX1;:::;Xn (x1; x2; : : : ; xn) = P [X1 � x1; X2 � x2; : : : ; Xn � xn]

Toda función de distribución conjunta FX1;:::;Xn tiene las siguientes propiedades:

1. Para cada (x1; : : : ; xj�1; xj+1; : : : ; xn) 2 Rn�1, se tiene:

a) La función x 7! FX1;:::;Xn(x1; : : : ; xj�1; x; xj+1; : : : ; xn), de�nida sobre R, es no decreciente
y continua por la derecha.

b) l��mx!�1 FX1;:::;Xn(x1; : : : ; xj�1; x; xj+1; : : : ; xn) = 0.

c) l��mx!1 FX1;:::;Xn(x1; : : : ; xj�1; x; xj+1; : : : ; xn)

= FX1;;:::;Xj�1;Xj+1;:::;Xn(x1; : : : ; xj�1; xj+1; : : : ; xn).

2. l��m(x1;��� ;xn)!(1;:::;1) FX1;:::;Xn (x1; � � � ; xn) = 1.

3. Si (a1; b1] � � � � � (an; bn] es una celda en Rn, donde, para cualquier k 2 f1; 2; : : : ; ng,
ak < bk, y denotamos por S

(k)
(a1;b1;:::;an;bn)

al conjunto:

f(x1; � � � ; xn) : xi = ai para k índices i y xi = bi para el resto de índicesg

Entonces: Pn
k=0(�1)k

Pn
(x1;��� ;xn)2S(k)(a1;b1;:::;an;bn)

o FX1;:::;Xn (x1; � � � ; xn) � 0
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De�nición 1. Para n 2 f2; 3; : : :g, diremos que una función F : Rn 7! R es una función de
distribución en n variables si satisface las siguientes propiedades:

1.
Pn

k=0(�1)k
Pn

(x1;��� ;xn)2S(k)(a1;b1;:::;an;bn)

o F (x1; � � � ; xn) � 0
para cualquier celda (a1; b1]� � � � � (an; bn].

2. l��mm!1 F
�
x1 + �

(m)
1 ; � � � ; xn + �(m)n

�
= F (x1; � � � ; xn)

para cualquier vector (x1; � � � ; xn) 2 Rn y cualquier sucesión
��
�
(m)
1 ; � � � ; �(m)n

��
m2N

que converja al vector 0 2 Rn y tal que �(m)1 ; � � � ; �(m)n sean números reales positivos.
3. l��mx!�1 F (x1; : : : ; xj�1; x; xj+1; : : : ; xn) = 0

para cualquier (x1; : : : ; xj�1; xj+1; : : : ; xn) 2 Rn�1.
4. Para cada (x1; : : : ; xj�1; xj+1; : : : ; xn) 2 Rn�1, el límite

l��mx!1 F (x1; : : : ; xj�1; x; xj+1; : : : ; xn)
existe y la función G : Rn�1 7! R de�nida por:
G(x1; : : : ; xj�1; xj+1; : : : ; xn) = l��mx!1 F (x1; : : : ; xj�1; x; xj+1; : : : ; xn)
es una función de distribución en n� 1 variables.

5. l��m(x1;��� ;xn)!(1;:::;1) F (x1; � � � ; xn) = 1

Recordemos también las siguientes de�niciones y resultados:

De�nición 2 (Función �nitamente aditiva sobre un álgebra). Sea F un conjunto y
A un álgebra de subconjuntos de F. Se dice que una función no negativa � : A 7! R es
�nitamente aditiva si dada cualquier familia �nita, A1; : : : ; An, de elementos de A tal que
Ai \ Aj = ; para i 6= j, entonces:

�(
Sn
k=1Ak) =

Pn
k=1 �(Ak)

De�nición 3 (Función �-aditiva sobre un álgebra). Sea F un conjunto y A un álgebra
de subconjuntos de F. Se dice que una función no negativa � : A 7! R es �-aditiva si es
�nitamente aditiva y dada cualquier familia in�nita numerable, A1; A2; : : :, de elementos de
A tal que Ai \ Aj = ; para i 6= j y

S1
k=1Ak 2 A, entonces:

� (
S1
k=1Ak) =

P1
k=1 �(Ak)

De�nición 4 (Función �-subaditiva sobre un álgebra). Sea F un conjunto y A un
álgebra de subconjuntos de F. Se dice que una función no negativa � : A 7! R es �-subaditiva,
o que satisface la propiedad de la subaditividad numerable, si dada cualquier colección in�nita
A1; A2; : : : de elementos de A tales que

S1
n=1An 2 A, entonces:

� (
S1
n=1An) �

P1
n=1 �(An)
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Además, si F es un conjunto cualquiera, A un álgebra de subconjuntos de F y � : A !
R una función no negativa y �nitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son
equivalentes:

i) � es �-subaditiva.

ii) � es �-aditiva.

iii) Para cualquier sucesión creciente (An)n2N, de elementos de A tales que
S1
n=1An 2 A, se

tiene � (
S1
n=1An) = l��mn!1 �(An).

iv) Para cualquier sucesión decreciente (An)n2N, de elementos de A tales que
T1
n=1An 2 A,

se tiene � (
T1
n=1An) = l��mn!1 �(An).

v) Para cualquier sucesión decreciente (An)n2N, de elementos de A tales que
T1
n=1An = ;,

se tiene l��mn!1 �(An) = 0.

Finalmente, recordemos el teorema de extensión de Carathéodory:

Teorema de extensión de Carathéodory: Si F es un conjunto cualquiera,A un álgebra de
subconjuntos de F y �0 : A 7! R una función no negativa, �nitamente aditiva, �-subaditiva
y tal que � (;) = 0, entonces existe una medida � : = 7! R tal que �(A) = �0(A) para
cualquier A 2 A, donde = es una �-álgebra que contiene a �(A).

La medida � se construye de�niendo primero una medida exterior de�nida sobre todos los
subconjuntos de F:

�e(A) = ��nf
nP

j �0(Aj) : A1; A2; : : : es cubierta de A
o

Después se de�nen los conjuntos medibles como aquellos conjuntos E � F para los cuales se
cumple la siguiente relación:

�e(A) = �e(A \ E) + �e(A \ Ec)

para cualquier conjunto A � F.

La medida �(E) de un conjunto medible E se de�ne entonces como la medida exterior de E.
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Teorema de consistencia de Kolmogorov

El teorema de Kolmogorov muestra que la propiedad de �-aditividad de una
función de probabilidad es consistente en el sentido de que si se asume como
válida para el caso �nito, entonces se puede extender al caso in�nito.

Se puede enunciar de la manera siguiente:

Teorema 4 (Teorema de Kolmogorov). Sea � un conjunto in�nito y supongamos que
para cada subconjunto �nito u de �, con n elementos, se tiene una función de distribución
en n variables Fu : Rn ! R de tal forma que si v y w son dos subconjuntos �nitos de �
tales que v � w, entonces la función de distribución Fv coincide con la distribución marginal
que se obtiene de Fw restringiéndola a las coordenadas en u. Entonces, existe un espacio
de probabilidad (
;=; P ) y una familia de variables aleatorias reales fXt : t 2 �g de�nidas
sobre 
 tal que si u = ft1; : : : ; tng es cualquier subconjunto �nito de �, entonces la función
de distribución conjunta de Xt1 ; : : : ; Xtn es Fu.

Obsérvese que, al inicio, no se tienen variables aleatorias ya que esto asumiría que se tiene
un espacio de probabilidad en el cual están de�nidas y es precisamente ese espacio de pro-
babilidad el que se construye en la demostración del teorema.

Por ejemplo, en el caso del proceso de Wiener, el cual modela el movimiento, en una dimen-
sión, de un grano de polen que se coloca sobre agua (movimiento browniano), lo que se tiene
de inicio es lo siguiente:

Imaginando que el grano de polen se mueve en un plano cartesiano in�nito, considerando la
proyección del movimiento sobre uno de los ejes, digamos el horizontal, se tiene una partícula
que se mueve sobre una línea recta, así que, en cada tiempo t � 0, la partícula se encuentra
en una posición que denotaremos por Wt. Esta posición es aleatoria ya que el movimiento
del grano de polen se debe a los choques que recibe de las moléculas de agua. Lo que se
busca entonces es un espacio de probabilidad en el cual se pueda de�nir una familia de
variables aleatorias reales fWt : t 2 [0;1)g de tal manera que Wt represente la posición de
la particula en el tiempo t. Para esto, se parte de las propiedades que se observan en un
movimiento browniano, o mejor dicho, de propiedades que se aproximan a las observaciones.
Estas propiedades consisten en lo siguiente:

1. El grano de polen no se mueve a saltos, sino de una manera continua; así que, cualquiera
que sea su movimiento, la función t! Wt es continua.

2. El punto de inicio del movimiento se toma como el origen de la linea recta sobre el cual
se mueve la partícula. Así que W0 = 0.
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3. El movimiento que sigue la partícula a partir de su posición en un tiempo t > 0, es
independiente de como haya sido en el intervalo [0; t]. Así que, Si t1 < t2 < � � � < tn
son números reales positivos, entonces las variables aleatorias Wt1 � W0; Wt2 � Wt1 ; : : : ;
Wtn �Wtn�1 son independientes.

4. Si 0 � s < t, la distribución de Wt �Ws es normal com parámetros � = 0 y �2 = t� s.

Si t1 < t2 < � � � < tn son números reales positivos, sabiendo que las variables aleatorias
Wt1 �W0; Wt2 �Wt1 ; : : : ; Wtn �Wtn�1 son independientes, podemos encontrar la función de
densidad conjunta de Wt1 ;Wt2 ; : : : ;Wtn considerando la transformación ' : Rn ! Rn dada
por:

yk = x1 + x2 + � � �+ xk, para k 2 f1; : : : ; ng.

cuya inversa, �, está dada por:

x1 = y1

xk = yk � yk�1, para k 2 f2; : : : ; ng.

En efecto, se tiene:

(Wt1 ; : : : ;Wtn) = '
�
Wt1 ;Wt2 �Wt1 ; : : : ;Wtn �Wtn�1

�
Así que:

fWt1 ;:::;Wtn
(y1; : : : ; yn)

= jJ�(y1; : : : ; yn)j fWt1 ;Wt2�Wt1 ;:::;Wtn�Wtn�1
(�(y1; : : : ; yn))

= 1p
(2�)nt1(t2�t1)���(tn�tn�1)

exp f� 1
2t1
y21g exp f� 1

2(t2�t1) (y2 � y1)
2 g � � � exp f� 1

2(tn�tn�1) (yn � yn�1)
2 g

= 1p
(2�)nt1(t2�t1)���(tn�tn�1)

exp
n
�1
2

h
1
t1
y21 +

1
t2�t1 (y2 � y1)

2 + � � �+ 1
tn�tn�1 (yn � yn�1)

2
io

Algo similar se puede hacer cuando t1 = 0.

En otras palabras, para cada subconjunto �nito ft1; t2; : : : ; tng de números reales no nega-
tivos, se tiene la función de densidad conjunta, y, por lo tanto, la función de distribución
conjunta, de Wt1 ;Wt2 ; : : : ;Wtn.

De lo que se trata entonces es de que, partiendo del conocimiento de esas distribuciones
conjuntas, se pueda construir un espacio de probabilidad en el cual se pueda de�nir toda la
familia de variables aleatorias fWt : t 2 [0;1)g de tal manera que para cada subconjunto
�nito de números reales no negativos ft1; t2; : : : ; tng la función de distribución conjunta de
Wt1 ;Wt2 ; : : : ;Wtn sea la que se tenía al inicio.



15

Regresando a la formulación general del teorema de Kolmogorov, la idea de la demostración
es la siguiente:

Para cada subconjunto �nito de �, se tiene una función de distribución �nito dimensional,
de tal manera que se satisface la condición de consistencia que se formula en el enunciado del
teorema. Se considera entonces el producto cartesiano de tantas copias de R como elementos
tenga �, es decir R�. Para cada subconjunto �nito u de � se expresa R� como el producto
cartesiano Ru � R��u y se genera, sobre Ru, una medida de probabilidad a partir de la
distribución �nito dimensional correspondiente al conjunto u (es decir, se genera una medida
sobre los borelianos de Ru). De lo que se trata entonces es de obtener una medida sobre
R� juntando todas las medidas que se obtienen sobre los conjuntos Ru, donde u corre sobre
todos los subconjuntos �nitos de �. Esto se logra de�niendo primero una función �nitamente
aditiva y �-subaditiva sobre el álgebra de subconjuntos de R� formada por la familia de
todos los conjuntos que pertenecen a B (Ru) � R��u para algún subconjunto �nito u de �.
Después se aplica el teorema de extensión de Carathéodory para obtener una medida sobre
la �-álgebra generada por esa álgebra y los conjuntos de medida exterior cero.
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Demostración del teorema de Kolmogorov

Paso 1.

Denotemos por U a la familia de subconjuntos �nitos de �.

Sean 
 = R� = ff : � 7! Rg y, para cada u 2 U , Ru = ff : u 7! Rg.

Por de�nición, un elemento ! 2 
 es una función de � en R, sin embargo podemos también
imaginar a ! como un vector el cual tiene una coordenada para cada t 2 �.

Paso 2.

Sabemos que, para cada u 2 U , con n elementos, se tiene una función de distribución en n
variables Fu : Ru ! R.

Esta función de distribución Fu genera una medida de probabilidad Pu de�nida sobre los
conjuntos borelianos de Ru tal que:

Pu ((�1; u1]� � � � � (�1; un]) = Fu(u1; : : : ; un)

para cualquier (u1; : : : ; un) 2 Ru.

Paso 3.

Para cada u = fu1; : : : ; ung 2 U , denotemos por �u a la función �u : 
 7! Ru de�nida por
�u(!) = (!(u1); : : : ; !(un)) y, para pareja u; v 2 U tal que u � v, denotemos por �vu a la
función �vu : Rv 7! Ru de�nida por �vu (f) = fu, donde fu : u 7! R es la restricción de
f : v 7! R a u.

Obsérvese que�u y�vu son simplemente proyecciones sobre un espacio de menos coordenadas
al del dominio.

Paso 4.

Sabemos que si u; v 2 U y u � v, entonces la función de distribución Fu coincide con la
distribución marginal que se obtiene de Fv restringiéndola a las coordenadas de u; es decir,
si u = fu1; : : : ; ung y v = fu1; : : : ; un; v1; : : : ; vmg, entonces:

Fu(u1; : : : ; un) = l��m(v1;:::;vm)!(1;:::;1) Fv(u1; : : : ; un; v1; : : : ; vm)

Así que:

Pu ((�1; u1]� � � � � (�1; un]) = Pv ((�1; u1]� � � � � (�1; un]� R� � � � � R)
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Pero:

(�1; u1]� � � � � (�1; un]� R� � � � � R =��1vu ((�1; u1]� � � � � (�1; un])

Por lo tanto:

Pu ((�1; u1]� � � � � (�1; un]) = Pv (��1vu ((�1; u1]� � � � � (�1; un]))

Como los conjuntos de la forma (�1; u1] � � � � � (�1; un] generan la ��álgebra de Borel
en Ru, se tiene entonces:

Pu(Bu) = Pv (�
�1
vu (Bu))

para cualquier conjunto boreliano Bu de Ru.

Paso 5.

Para cada u 2 U , denotemos por Bu a la �-álgebra de los conjuntos borelianos de Ru y
de�namos:

=0 = f��1u (Bu) : u 2 U y Bu 2 Bug

Cada elemento de =0 es un subconjunto de 
, es decir está formado por vectores cada uno
de los cuales tiene una coordenada para cada t 2 �; lo que caracteriza a esos vectores es
que restringiéndonos a las coordenadas que corresponden a los elementos de u, se obtiene un
elemento deBu. También puede pensarse��1u (Bu) comoBu�R��u; es decir, restringiéndonos
a las coordenadas correspondientes a u, ��1u (Bu) es Bu, mientras que restringiéndonos a las
coordenadas correspondientes a �� u, es R��u.

Paso 6.

Demostremos que =0 es un álgebra de subconjuntos de 
:

Obviamente, 
 2 =0 y si E 2 =0 entonces Ec 2 =0. Por otra parte, si E = ��1u (Au) 2 =0 y
F = ��1v (Bv) 2 =0, sea w = u [ v, Aw = ��1wu(Au) y Bw = ��1wv(Bv), entonces:

E [ F = ��1w (Aw [Bw) 2 =0.

Por lo tanto, =0 es un álgebra de subconjuntos de 
.
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Paso 7.

De�namos P : =0 7! [0; 1] de la siguiente manera:

P (��1u (Bu)) = Pu (Bu)

Observemos en primer lugar que P está bien de�nida. En efecto, supongamos que ��1u (Bu) =
��1v (Av), entonces, de�niendo w = u [ v, se tiene:

��1u (Bu) = �
�1
w (��1wu (Bu))

��1v (Av) = �
�1
w (��1wv (Av))

Así que:

��1wu (Bu) = �
�1
wv (Av)

Por lo tanto:

Pu(Bu) = Pw (�
�1
wu (Bu)) = Pw (�

�1
wv (Av)) = Pv(Av)

Paso 8.


 = ��1u (Ru) para cualquier u 2 U .

Así que:

P (
) = P (��1u (Ru)) = Pu (Ru) = 1

Paso 9.

Mostremos que P es �nitamente aditiva:

En efecto, Si E = ��1u (Au) y F = ��1v (Bv) son elementos de =0, ajenos, sea w = u [ v,
Aw = �

�1
wu(Au) y Bw = �

�1
wv(Bv), entonces Aw y Bw son ajenos y E [ F = ��1w (Aw [Bw),

así que:

P (E [ F ) = Pw (Aw [Bw) = Pw (Aw) + Pw (Bw)

= Pu (Au) + Pv (Bv) = P (E) + P (F )
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Paso 10.

Mostremos ahora que P es �-subaditiva:

Comentario: En general la propiedad de �-subaditividad de una función no negativa y
�nitamente aditiva, de�nida sobre un álgebra de subconjuntos de un conjunfo F, es la que
resulta más di�cil de demostrar. Contamos con las propiedades que se enuncian a continua-
ción, las cuales son equivalentes. En cada caso, se tiene que buscar cuál es la más simple de
probar.

i) � es �-subaditiva.

ii) � es �-aditiva.

iii) Para cualquier sucesión creciente (An)n2N, de elementos de A tales que
S1
n=1An 2 A, se

tiene � (
S1
n=1An) = l��mn!1 �(An).

iv) Para cualquier sucesión decreciente (An)n2N, de elementos de A tales que
T1
n=1An 2 A,

se tiene � (
T1
n=1An) = l��mn!1 �(An).

v) Para cualquier sucesión decreciente (An)n2N, de elementos de A tales que
T1
n=1An = ;,

se tiene l��mn!1 �(An) = 0.

En este caso vamos a demostrar la propiedad v.

Consideremos una sucesión decreciente (Ei)i2N, de elementos de =0, tal que
T1
i=1Ei = ;,

entonces vamos a demostrar que l��mi!1 P (Ei) = 0.

Para cada i 2 N, sea vi 2 U y Ai 2 Bvi tales que Ei = ��1vi (Ai), y de�namos ui =
Si
j=1 vj

y Bi = ��1uivi(Ai). Entonces Bi 2 Bui, Ei = �
�1
ui
(Bi) y la sucesión de conjuntos (un)n2N es

creciente.

Supongamos que l��mi!1 P (Ei) > 0 y denotemos por " a ese límite.

Por el teorema 2, para cada i 2 N, Pui (Bi) puede ser aproximada por medidas de compactos
contenidos en Bi, en particular existe un subconjunto compacto de Rui, contenido en Bi, tal
que:

Pui (Bi)� Pui (Ki) <
"

2i+1

Sea Fi = ��1ui (Ki).

Como, para cualquier i 2 N, Ei = ��1ui (Bi) y Ki � Bi, se tiene Fi � Ei; así que si probamos
que

T1
i=1 Fi 6= ;, habremos demostrado que

T1
i=1Ei 6= ;, llegando así a una contradicción.
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Para cada j 2 N de�namos:

Hj =
Tj
i=1 Fi

Entonces, como la sucesión (Ei)i2N es decreciente, se tiene:

Hj �
Tj
i=1Ei = Ej

Además, la sucesión (Hj)j2N es decreciente y se tiene:

Ej �Hj = Ej �
Tj
i=1 Fi = Ej

T�Tj
i=1 Fi

�c
= Ej

T�Sj
i=1 F

c
i

�
=
Sj
i=1 (Ej \ F ci ) =

Sj
i=1 (Ej � Fi)

Así que, resumiendo, tenemos:

Ei = �
�1
ui
(Bi)

Fi = �
�1
ui
(Ki)

Ki � Bi

Fi � Ei

Hj =
Tj
i=1 Fi

P (Ei) � " para cualquier i 2 N.

La sucesión (un)n2N es creciente.

Para cualquier n 2 N, un es un subconjunto �nito de �.

La sucesión (Ei)i2N es decreciente.

La sucesión (Hj)j2N es decreciente.

P (Ei) = Pui (Bi)

P (Fi) = Pui (Ki)

Pui (Bi)� Pui (Ki) <
"

2i+1

Hj � Ej

Ej �Hj =
Sj
i=1 (Ej � Fi)
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Por lo tanto:

P (Ej)� P (Hj) = P (Ej �Hj) = P
�Sj

i=1 (Ej � Fi)
�

�
Pj

i=1 P (Ej � Fi) �
Pj

i=1 P (Ei � Fi) =
Pj

i=1 [P (Ei)� P (Fi)]

=
Pj

i=1 [Pui (Bi)� Pui (Ki)] <
Pj

i=1
"

2i+1
<
P1

i=1
"

2i+1
= "

2

P1
i=1

1
2i
= "

2

Así que:

P (Hj) > P (Ej)� "
2
� "� "

2
= "

2
> 0

Por lo tanto Hj 6= ; para cualquier j 2 N.
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Así que, lo que tenemos es una sucesión (Ki)i2N de conjuntos compactos tales que, para
cualquier i 2 N, Ki � Rui, donde (ui)i2N es una sucesión creciente de subconjuntos �nitos
de �, y, si Fi = ��1ui (Ki), entonces Hj =

Tj
i=1 Fi 6= ;.

Queremos demostrar que
T1
i=1 Fi 6= ;.

Como Hj � Fi para cualquier i 2 f1; : : : ; jg, entonces, �jando i 2 N, se tiene que Hj � Fi
para cualquier j 2 fi; i+ 1; : : :g.

Para cada j 2 N, sea x(j) 2 Hj, entonces, �jando i 2 N, x(j) 2 Fi = ��1ui (Ki) para cualquier
j 2 fi; i+ 1; : : :g; así que, �uix(j) 2 Kipara cualquier j 2 fi; i+ 1; : : :g.

En particular,
�
�u1x

(j)
�
j2N es una sucesión enK1, así que tiene por lo menos una subsucesión

convergente
�
�u1x

(m(1;j))
�
j2N, donde se puede asumir que m(1;1) > 1.

A su vez,
�
�u2x

(m(1;j))
�
j2N es una sucesión en K2, así que tiene por lo menos una subsucesión

convergente
�
�u2x

(m(2;j))
�
j2N, donde se puede asumir que m(2;1) > 2.

Continuando de la misma forma, obtenemos, para cada i 2 N, una sucesión convergente�
�uix

(m(i;j))
�
j2N enKi, de tal manera que

�
�ui+1x

(m(i+1;j))
�
j2N es una subsucesión de

�
�ui+1x

(m(i;j))
�
j2N.

En particular:

l��mj!1�ui+1x
(m(i+1;j)) = l��mj!1�ui+1x

(m(i;j))

Además, como la sucesión (ui)i2N es creciente, se tiene:

�ui+1ui(�ui+1x
(m(i+1;j))) = �uix

(m(i+1;j))

Así que, si xui = l��mj!1�uix
(m(i;j)), entonces:

�ui+1ui(xui+1) = xui
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Hemos obtenido entonces una sucesión (xui)i2N tal que xui 2 Ki � Rui = ff : ui ! Rg para
cualquier i 2 N y si i; j 2 N, con i < j, entonces �ujui(xuj) = xui.

Recordemos que, como la sucesión (ui)i2N es creciente, Rui es un subespacio de Ruj , para
cualesquiera i; j 2 N, con i < j.

Así que, para cualquier i 2 N, tenemos un elemento xui 2 Rui de tal manera que las
coordenadas de xui+1 coinciden con las coordenadas de xui en las entradas que corresponden
a ui.

Entonces, lo que vamos a hacer es pegar las coordenadas de los puntos xui para obtener un
elemento de R[1i=1ui.

De�namos la función y : [1i=1ui ! R (es decir, en R[1i=1ui) de la siguiente manera:

y(t) = xui(t) si t 2 ui

Para cada j 2 N, denotemos por por �(uj) a la proyección de R[1i=1ui sobre Ruj . Entonces
tenemos:

�(uj) (y) = xuj 2 Kj

Recordemos que 
 = ff : � 7! Rg.

De�namos !0 2 
 de la siguiente manera:

!0(t) =

8><>: y(t) si t 2 [1i=1ui

0 si t 2 �� [1i=1ui

Entonces �ui(!0) = xui 2 Ki para cualquier i 2 N, así que !0 2 ��1ui (Ki) = Fi para
cualquier i 2 N, es decir:

!0 2
T1
i=1 Fi

Así que,
T1
i=1 Fi 6= ;, lo cual establece la contradicción mencionada.

Por lo tanto, la suposición que hicimos (l��mi!1 P (Ei) > 0) es falta; es decir:

l��mi!1 P (Ei) = 0

Así que P es �-subaditiva.
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De acuerdo con el teorema de extensión de Carathéodory, existe una única medida de pro-
babilidad P de�nida sobre = = � (=0) tal que P (��1u (Bu)) = Pu (Bu) para cualquier u 2 U
y Bu 2 Bu.

Para t 2 �, sea Xt : 
 7! R de�nida por Xt(!) = !(t).

Entonces:

[Xt � x] = ��1ftg ((�1; x]) 2 =0

para cualquier t 2 � y x 2 R.

Así que Xt es =-medible para cualquier t 2 �.

Además, para cualquier u = ft1; : : : ; tng 2 U y (x1; : : : ; xn) 2 Ru, se tiene:

P [Xt1 � x1; : : : ; Xtn � xn] = P (��1u ((�1; x1]� � � � � (�1; xn]))

= Pu ((�1; x1]� � � � � (�1; xn]) = Fu(x1; : : : ; xn).

Así que Fu es la función de distribución conjunta de Xt1 ; : : : ; Xtn.


