INTEGRACION ESTOCASTICA
Sesién 04/16

Teorema de consistencia de Kolmogorov

Introduccion

La invencion de la Teoria de la Medida a principios del siglo XX vino a resolver el
problema de la fundamentacién del Célculo de Probabilidades, surgiendo asi un
cuerpo tedrico, puramente matemadtico, el cual constituye lo que ahora podemos
llamar la Teoria de la Probabilidad.

Inmediatamente después del surgimiento de la teoria de la medida de Lebesgue, se dio una
relacién con el Calculo de Probabilidades.

En 1904, Emile Borel (1871-1956) planteé que la integral clésica (de Riemann) es insuficiente
para tratar algunos problemas de probabilidad :

Si se sabe que un nimero x estd comprendido entre 0 y 1, ;cudl es la probabilidad de que x
sea un nimero racional?

Utilizando la integral de Riemann, el problema no tiene solucion.
Utilizando la integral de Lebesque, la respuesta es 0.

Sin embargo, en un inicio la identificacién de la probabilidad con una medida se hizo tnica-
mente en los problemas que cafan dentro de un esquema geométrico.

En el ano 1909, se publicé un articulo de Borel (Les probabilités dénombrables et leurs ap-
plications arithmétiques) el cual abrié una polémica acerca de las propiedades que debian
pedirse a la funcién probabilidad en una formulacién axiomética.

Teorema de Borel. Consideremos una sucesion infinita numerable de ensayos de Bernoulli
y sea p, la probabilidad de éxito en el ensayo n. Denotemos por A, al evento:

Ao.: Se obtiene una infinidad de éxitos.
Entonces:

Si la serie > | p, es convergente, P(A) = 0.
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Si los ensayos de Bernoulli son independientes y la serie Y | p, es divergente, P(A) = 1.

En su razonamiento, Borel utilizé algunas de las propiedades que son equivalentes a la o-
aditividad, lo cual abrfa la pregunta acerca de la validez de esta propiedad para cualquier
funcién de probabilidad. Si la respuesta era afirmativa se podria considerar a la funcién de
probabilidad como una medida.

En el libro de Hausdorft de 1914 se considera a la probabilidad como un ejemplo y una
aplicacién de la teorfa de la medida. Hausdorff no identificaba a una probabilidad con una
medida, pero mostré que una medida normalizada tiene todas las propiedades de una pro-
babilidad.

Por otra parte, en 1913, Johann Radon habia ya desarrollado una teoria general de la medida
en R™ y en 1915, con base en el trabajo de Radon, Maurice René Fréchet extendié la teorfa
de la medida a espacios abstractos, definiendo las funcionales aditivas. De esta manera, se
puede decir que, en ese momento, aunque posteriormente todavia se demostrarfan algunos
resultados importantes, ya se contaba con lo basico de una teorfa general de la medida.

Sin embargo, hacia 1915, aunque Frechet ya habia desarrollado una teoria de la medida
en espacios abstractos, no podia hacerse una identificacién automética de una funcién de
probabilidad con una medida mientras no se resolviera el problema de la existencia de una
medida asociada a cada problema de probabilidad.

En 1914, Carathéodory dio un método para construir medidas en R" via una medida exterior
y este método puede extenderse al caso de medidas en espacios abstractos. Sin embargo, la
definicién de medidas en espacios de dimensién infinita no es un problema que se haya
resuelto inmediatamente después del trabajo de Fréchet sobre la definicién general de una
medida.

Fue P.J. Daniell quien entre 1918 y 1920 desarrollé una teorfa de integracién en espacios de
dimensién infinita. Daniell no se basé para esto en el resultado de Carathéodory sino que
desarroll6 su propio método.

Bésicamente el método de Carathéodory para definir una medida consiste en partir de una
medida definida sobre un algebra de subconjuntos de un conjunto dado 2 y en extender
esta medida a una o-dlgebra que contiene a los conjuntos del dlgebra de la que se partio.
En cambio, el método de Daniel consiste en partir de una integral. definida para una cierta
familia de funciones y en extender esta integral a una familia suficientemente grande de
funciones. Los dos métodos son equivalentes en el sentido de que una vez teniendo una
medida se puede definir una integral e inversamente, una vez teniendo una integral se puede
definir una medida.

Por otra parte, el estudio de los teoremas limite habia puesto en el centro de la atencion de
los probabilistas a las variables aleatorias. El estudio de las variables aleatorias condujo a
Richard Edler Von Mises (1883-1953) a identificar, en el afio 1919, una ley de probabilidad
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con la funcién de distribucién. Esta misma identificacién la hizo Paul Pierre Lévy (1886-
1971) en su libro Calcul des Probabilités, publicado en 1925, donde, ademas, identificaba a
una funcién de distribucién con una medida sobre R y a una funcién de distribucién conjunta
con una medida sobre R". De esta forma, dada una sola variable aleatoria, se puede asociar
a ésta una medida sobre R; dado un nimero finito de variables aleatorias, se puede asociar
a esa familia una medida sobre R", para alguna n.

Pero, jc6mo asociarle una medida a una familia infinita de variables aleatorias”

Algunos resultados parciales consistentes en asociar una medida a una familia infinita de
variables aleatorias se encuentran en los trabajos de Hugo Dyonizy Steinhaus (1887-1972) y
de Norbert Wiener (1894-1964).

Wiener trabajaba con funcionales lineales sobre espacios de funciones y segufa el método de
Daniell para extender tales funcionales:

Con ese método, entre 1921 y 1923, Wiener construyé un modelo matematico
para el movimiento browniano, para lo cual definié una medida de probabilidad
oc—aditiva sobre el espacio de las funciones continuas. Es este trabajo el que
marcé la pauta para poder definir una medida asociada a cualquier problema de
probabilidad.

Para el ano 1925 algunos autores aceptaban ya a la o-aditividad como una propiedad general
de la funcién de probabilidad y entonces consideraban a la probabilidad como una medida.
Esto queda claro en el libro de Paul Pierre Lévy de 1925, donde, ademads, se define a la
probabilidad en forma axiomaética.

Sin embargo, la polémica sobre la propiedad de o—aditividad de la funcién de probabilidad
continuaba. Resalta en esta polémica una serie de articulos que publicaron Maurice Fréchet
y Bruno de Finetti en el ano 1930.

Finalmente, en el ano 1933, Kolmogorov publicé un articulo titulado Foundations
of the Theory of Probability en el cual establecié la formulacién de la Teoria de
la Probabilidad que prevalece hasta nuestros dias.

Dice ahi:

“Después de las publicaciones de las investigaciones de Lebesgue, las analogfas entre medida
de un conjunto y probabilidad de un evento y entre la integral de una funcién y la esperanza
matemaética de una variable aleatoria se hicieron evidentes. Pero para que la teorfa de la
probabilidad pudiera basarse en tales analogias era todavia necesario hacer las teorfas de la
medida y de la integracién independientes de los elementos geométricos los cuales estaban
en el trasfondo con Lebesgue. Esto ha sido hecho por Fréchet. Mientras que una concepcién
de la teoria de la probabilidad basada sobre el punto de vista general citado antes se ha dado
durante algiin tiempo entre ciertos matematicos, estaba faltando una exposiciéon completa
de todo el sistema, libre de extranas complicaciones.”
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Kolmogorov estableci6 como modelo matematico de un fenémeno probabilistico
una terna (2,3, P), donde () es un conjunto, & una c—4&lgebra de subconjuntos (2
y P una medida de probabilidad definida sobre <.

Con este modelo Kolmogorov logré entonces articular los diferentes conceptos de la teoria
de la probabilidad, como el de probabilidad condicional y la independencia de eventos y
de variables aleatorias. Mostré ademés como los resultados fundamentales de la teoria de
la probabilidad se articulan en un enfoque axiomético, exponiendo, dentro de este nuevo
contexto, las leyes débil y fuerte de los grandes nimeros.

Finalmente, Kolmogorov, utilizando el método de Carathéodory, dio un método
general, ademas de simple, para construir medidas de probabilidad en espacios
de dimensién infinita; este resultado es conocido como teorema de consistencia de
Kolmogorov.
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En la demostracién del teorema de Kolmogorov se utilizan los siguientes resultados, los cuales
enuncio y demuestro aquf, pero no seran parte de la exposicion.

Proposicion 1. Sea i una medida finita definida sobre los conjuntos borelianos de R",
Entonces, para cualquier rectangulo R = (a1,b1| X -+ X (an,b,| en R™ y e > 0, existe 6 > 0
tal que, si Rs es el rectangulo (ay,dy) X -+ X (ap,d,), donde:

d — b, +06 sib, R
entonces:

p(R) < p(Rs) < p(R) +e

Demostraciéon

Sea F': R" — R la funcién definida por:
F(z1,...,2,) = p((—00,21] X -+ X (=00, x,])

Para cualquier § > 0 definamos:

PO by +6 sib,eR

R(d) = ((1/1, dg‘;)

- X (an, d,({s)

Se tiene entonces:

lims_o p1 (R®)

= lims, ZZo(—l)kZ{

(k)
(al d‘S ,,,,, an, d‘s)

1‘1, ) L ) :M(R>

(mlv 7mn)es

}F(wl,---,xn)

- Zk: ol Z{ 2)es®)

(a1,b1,..ey an, bn)}

Dada ¢ > 0, existe entonces § > 0 tal que:
W (RO) = (R) < e
Finalmente, como R C R; C R, se tiene:

e (R) < pu(Rs) < pu(RO) < pu(R) +¢
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Teorema 1. Sea p1 una medida finita, definida sobre los conjuntos borelianos de R™, En-
tonces, para cualquier conjunto boreliano B de R™ se tiene:

p(B)=inf{p(0): BC Oy O esun abierto de R"}
Demostracién

Sea F': R™ — R la funcién definida por:
F(zy,.. o an) = p (=00, 2] X - -+ X (=00, 24])

Sea Z la familia de rectdngulos de la forma (ay, by| X -+ - X (ap, b,| y A la familia de conjuntos
de la forma U?:1 Rjendonden € Ny Ry,..., R, son rectdngulos en Z, ajenos por parejas.

A es un dlgebra de subconjuntos de R" y la o-dlgebra generada por A es la o-dlgebra de
conjuntos borelianos en R".

Como p es la medida generada por F, se tiene:
para cualquier conjunto boreliano B de R".

Sea B un conjunto boreliano de R™. Dada ¢ > 0, consideremos una coleccién, Aq, A, ..., de
elementos de A tal que:

B c ;A

> 1(Ai) < u(B) + 3

Cada A; es de la forma:

A; = U;?izl R:9)

donde n; € Ny R&Y . RGm) son rectdngulos en 7 ajenos por parejas.
Para cada rectdngulo R/ = (agi’j), bgi’j) X - X (ag’j), b\
el rectdngulo (agi’j), dg“”) X +ee X (a,(f’j),dg’j)>, donde:

sea d;; > 0 tal que, si R((;lj) es

d(z’,j) _ bl(:’j) +0;; si b,(;’J:) eR
k bk Si b](;’]) =0

Entonces p (joj)) < p (R(i’j)) + g



Definamos:

0. =U, UL, B

Entonces O, es un abierto de R"” que contiene a B y se tiene:
p(0) < 3 ey (B )<2(3;mzw+z”%w)

<> (N(Ai} 21+1) <> m(A) +
< u(B)+e¢

Teorema 2. Sea p una medida finita, definida sobre los conjuntos borelianos de R"™, En-
tonces, para cualquier conjunto boreliano B de R™ se tiene:

w(B) =sup{p(K): K C By K es un compacto de R™}
Demostracién

Sean B un boreliano de R" y K7, K, ... una sucesién creciente de conjuntos compactos de
R™ tal que |J;2, K; = R™.

Dada ¢ > 0, para cada i € N, sea O; un abierto de R" tal que K; N B¢ C O; y u(0;) <
p (K; N B°) + 5. Entonces K; N Of es un compacto de R" y se tiene:

K,NnOfC KiN(K;NB)=K;,N(KfUB)=K;NB
K,NB—-—K,NO{=(K;NB)N(K;NO"
=(K;NB)N(KfUO;) =0,N(K;NB)
=0, —K;NnB)N(K;NnB)CO; — K;nB°
Asi que:

p(KiNB) = (KN 05) < p(0;) — p(K;NB) < 3
Por otra parte, B = | J;=, (K; N B), asi que:

p (B) = sup;ey p (K N B)

Sea N € N tal que p(B) < pu(Ky N B) + 5; entonces Ky N Of es un compacto contenido
en B y se tiene:

p(B) <pu(KnNB)+5<pu(KynOy) +e
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de

Teorema 3. Si K es un conjunto compacto de R™, entonces, para toda sucesion (x,)
elementos de K existe una subsucesion que converge a algin elemento de K..

neN

Demostracion

Sea (2;),oy una sucesién cualquiera de elementos de K.

Como K es acotado, existe una celda I 1(1) X 12(1) x - x I formada por intervalos cerrados
finitos que lo contiene, a la cual llamaremos C4. Podemos tomarla de tal forma que los
intervalos Iy, Is, ..., I, tengan la misma longitud, la cual denotaremos por L.

Vamos a construir, inductivamente, una sucesién (Cy,),,. (23,.) de celdas, formasdas por
intervalos cerrados finitos, tales que, para cualquier m € {2,3,...}:

i) Cp, C Chy1.

ii) Cp, contiene una infinidad de elementos de la sucesién (z;),.y-

iii) Si €, = [1(m) X Iz(m) x -+ x I{™ entonces, para cualquier j € {1,2,...,n}, 1 (I](m)> =
_1 7
2(m—2) ~+

Definiendo Cy = ', C5 cumple con las condiciones i ii y iii.

Tomemos ahora k € {2,3,...} y supongamos que tenemos definida una celda Cy, = [agk), bgk)} X

[aék), bék)} X oo X {aﬁﬁ), bgﬂ satisfaciendo las propiedades i ii y iii.

Para cada j € {1,2,...,n}, denotemos por cg-k) al punto medio del intervalo [ag»k), bg-k)} .

De esta forma, en cada coordenada j tenemos los intervalos [a§-k), cgk)} y [cgk), b§-k)].
Tomando en cada coordenada uno de esos dos intervalos y considerando el producto carte-
siano de ellos, formamos una celda. El total de celdas que podemos formar de esa manera es
igual a 2" y si C' = [} x I x --- x I, es cualquiera de esas celdas, se tiene C' C C} y, para
cualquier j € {1,2,...,n}, se tiene:

k k
L(I) = LI ([ag ) b} >D S T S W

Sabemos que C; contiene una infinidad de elementos de la sucesién (;),.y, asi que, por lo
menos una de las 2" celdas que formamos, llamémosla C, contiene una infinidad de elementos
de la sucesién (x;),.y, pPorque si para cualquiera de las 2" celdas se tuviera la propiedad
contraria, C; contendria tinicamente un nimero finito de elementos de la sucesion (z;),.y-

Definamos entonces Cj,; como una cualquiera de esas celdas C, entre las 2" celdas que
formamos, con la propiedad de que contiene una infinidad de elementos de la sucesién (;),y-



La celda (41 asf definida satisface entonces las propiedades i, ii y iii.

Asi que, por el principio de induccién matemética, para cada m € {2,3, ...}, queda definida
cada una de las celdas C,, satisfaciendo las propiedades i, ii y iii.

Para cada m € {2,3,...}, denotemos por L(™ a la longitud comtin, igual a -1+ L, de cada

2(m—2)
uno de los intervalos I ](m) que componen la celda C,,.

Por la propiedad i, las celdas de la sucesién (Cy,),, oy que hemos construido estdn anidadas,
asi que N°_,C,, # ). Esta interseccién es un conjunto formado por un unico punto, ya que
six = (r1,29,...,2,) Y Y = (Y1,Y2,--.,Yn) Dertenecen a esa interseccién, entonces, para
cada j € {1,2,...,n} y cualquier m € {2,3,...}, z; y y,; pertenecen al intervalo IJ(»m) cuya
longitud es igual a L™); asf que |y; — x;| < L™ = 2(7,}—,2)[/ para cualquier m € {2,3,...} v,
entonces, r; = y;.

Sea z = (21, 22, ..., 2,) €l Uinico punto en la interseccién N_, C,.

Tomemos cualquier elemento de la sucesién (x,,) digamos x;, = (1{“), x(;l), L 1)>.

neN?
Como, para cada m € {2,3,...}, C,, contiene una infinidad de elementos de la sucesién

Zi)..n, podemos elegir, para cada m € {2, 3, ...}, un elemento z; = x(im), a:(im), e ,xsfm)
(@) sen g m 1 2

de la sucesion (z;) ey de tal forma que x;, € Cy, ¥ 4 > im—1. De esta forma, la sucesién
(%4,, ) men €8 una subsucesion de (z;),;cy-
Para cada m € {2,3,...}, tanto z como x;,, pertenecen a la celda C,,, asi que, para cualquier
j€{1,2,...,n}, se tiene:

3 < Lm)

Por lo tanto:

. 2 . 2 . 2
d(;,,2) = \/ (a6 = 2) (2 = ) e () - 2,)

Asi que la sucesién (z;,),,cy converge a z.

Ademds, z; € K para cualquier m € N, asi que, como K es cerrado, z = lim,, ., x;, € K.

Por lo tanto, hemos encontrado una subsucesién de (z;),. la cual converge a algtin elemento
de K, lo cual prueba el resultado.
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Recordemos que si X es una variable aleatoria real, se define su funcién de distribucién
Fx : R — R de la siguiente manera:

Fx (z) =P[X < 1]
Toda funcién de distribucién Fy tiene las siguientes propiedades:
1. F'x es no decreciente y continua por la derecha.
2. lim,,_o Fx (z) = 0.
3. lim, ., Fix () = 1.
Vamos a llamar funcién de distribucién a cualquier funcién que satisfaga estas 3 propiedades.

Si Xi,...,X, sonn variables aleatorias reales, se define su funcién de distribucién conjunta
Fx, . x,:R"— R de la siguiente manera:

FXl,A..,Xn (1]1, Lo,y ... ,ZL’n) = P [Xl S .731,X2 S Lo, ... ,Xn S In]
Toda funcién de distribucién conjunta Fly, . x, tiene las siguientes propiedades:
1. Para cada (z1,...,%;_1,%41,...,%,) € R"! se tiene:

a) La funcién © — Fx,  x,(%1,...,Zj-1,%,%j41,...,T,), definida sobre R, es no decreciente
y continua por la derecha.

b) im, oo Fx,,. x, (%1, Tjo1, %, Zj41, ..., Tn) = 0.

c) imy oo Fxyox, (@1, -0 Tj1, 2, T41, .., Ty)

= Fx o X1, Xty X (TLs o Tj1, T, - oo T

2. lim(xl, I )— (00,...,00) FXl,...,Xn (-Tl: o axn) =1

3. Si (ag,by] x -+ X (an,b,] es una celda en R", donde, para cualquier k£ € {1,2,...,n},

k)
a1,b1,...,an,bn

ay < by, y denotamos por S(( ) al conjunto:

{(z1, -+ ,x,) : ®; = a; para k indices i y x; = b; para el resto de indices}
Entonces:

D heo(=1)" Z{(Il,..@n)esw ) Fxyox, (@ 2,) 20

(a1,b1,...y
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Definicién 1. Paran € {2,3,...}, diremos que una funcion F : R™ — R es una funcion de
distribucion en n variables si satisface las siguientes propiedades:

L3 kol Z{ (o1, zn)es)

(a1,b1,--+, an, bn)}
para cualquier celda (a1,b1] X -+ X (ap, by).

2. h/mm_woF(CL’l—{—(ng),. 7xn+5£Lm)) = F(x17-.. 7{L‘n)

:I;17 , L )ZO

para cualquier vector (1, -+ ,x,) € R" y cualquier sucesion (<5§m), e ,6,(1”‘)))
meN
que converja al vector 0 € R™ y tal que 557”), ,52’”) sean numeros reales positivos.

3. limy oo F(x1,. .., Tjo1, 2, Tj41, .., Tp) =0

para cualquier (T1,...,T;—1,Tjt1,...,%n) € R™L,
4. Para cada (T1,...,%j_1,Tj11,-..,Ty) € R" el limite

Mmoo F(21, .o 21, 2,241, .., Ty)

existe y la funcion G : R"~ ! +— R definida por:

G(x1, .., Tjo1, Tjg1s -, ) = My oo F(21, .., 2521, 2, Tj41, .., Tny)

es una funcion de distribucion en n — 1 variables.
5. My, . 2) (00, 00) F (@1, -+ an) =1

Recordemos también las siguientes definiciones y resultados:

Definicién 2 (Funcién finitamente aditiva sobre un &dlgebra). Sea F un conjunto y
A un dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa p : A — R es
finitamente aditiva si dada cualquier familia finita, Ay, ..., A,, de elementos de A tal que
A;NA; =0 parai# j, entonces:

U=y Ax) = 25y 1(Ax)

Definicién 3 (Funcién o-aditiva sobre un dlgebra). Sea F un conjunto y A un dlgebra
de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa p : A — R es o-aditiva si es
finitamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable, Ay, As, ..., de elementos de
A tal que A;NA; =0 parai # j yUre, Ax € A, entonces:

M (Uiil Ay) = 220:1 11(Ax)

Definicién 4 (Funcién o-subaditiva sobre un dlgebra). Sea F un conjunto y A un
dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa v : A — R es o-subaditiva,
o que satisface la propiedad de la subaditividad numerable, si dada cualquier coleccion infinita
Ay, A, ... de elementos de A tales que | -, A, € A, entonces:

i (Unzy An) <3000 1(A)
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Ademsds, si F es un conjunto cualquiera, 4 un dlgebra de subconjuntos de Fy u: A —
R una funcién no negativa y finitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son
equivalentes:

i) p es o-subaditiva.
i1) u es o-aditiva.

i11) Para cualquier sucesién creciente (A,,) de elementos de A tales que | J)~ | A,, € A, se

tiene p (Uo7, An) = im0 p(Ay).

iv) Para cualquier sucesién decreciente (A,,)
se tiene p (o An) = im0 p(A,).

neN?

nens de elementos de A tales que ()72 A, € A,

v) Para cualquier sucesién decreciente (A,,)
se tiene lim,, ., u(A,) = 0.

de elementos de A tales que [~ A, = 0,

neN?

Finalmente, recordemos el teorema de extensién de Carathéodory:

Teorema de extensién de Carathéodory: Si IF es un conjunto cualquiera, A un algebra de
subconjuntos de F y j, : A — R una funcién no negativa, finitamente aditiva, o-subaditiva
y tal que u () = 0, entonces existe una medida u : § +— R tal que pu(A) = pg(A) para
cualquier A € A, donde & es una o-dlgebra que contiene a o(.A).

La medida p se construye definiendo primero una medida exterior definida sobre todos los
subconjuntos de F:

i (A) = inf {ZJ po(Aj) + A1, As, ... es cubierta de A}

Después se definen los conjuntos medibles como aquellos conjuntos £ C F para los cuales se
cumple la siguiente relacién:

te(A) = p(ANE) + p (AN E)
para cualquier conjunto A C F.

La medida p(E) de un conjunto medible E se define entonces como la medida exterior de F.
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Teorema de consistencia de Kolmogorov

El teorema de Kolmogorov muestra que la propiedad de c-aditividad de una
funcién de probabilidad es consistente en el sentido de que si se asume como
védlida para el caso finito, entonces se puede extender al caso infinito.

Se puede enunciar de la manera siguiente:

Teorema 4 (Teorema de Kolmogorov). Sea I' un conjunto infinito y supongamos que
para cada subconjunto finito u de I', con n elementos, se tiene una funcion de distribucion
en n variables F, : R" — R de tal forma que si v y w son dos subconjuntos finitos de I’
tales que v C w, entonces la funcion de distribucion F, coincide con la distribucion marginal
que se obtiene de F,, restringiéndola a las coordenadas en u. Entonces, existe un espacio
de probabilidad (2,3, P) y una familia de variables aleatorias reales {X; : t € I'} definidas
sobre Q) tal que si uw = {t1,...,t,} es cualquier subconjunto finito de I', entonces la funcion
de distribucion conjunta de Xy, ..., X, es Fy.

Obsérvese que, al inicio, no se tienen variables aleatorias ya que esto asumiria que se tiene
un espacio de probabilidad en el cual estdn definidas y es precisamente ese espacio de pro-
babilidad el que se construye en la demostracién del teorema.

Por ejemplo, en el caso del proceso de Wiener, el cual modela el movimiento, en una dimen-
sién, de un grano de polen que se coloca sobre agua (movimiento browniano), lo que se tiene
de inicio es lo siguiente:

Imaginando que el grano de polen se mueve en un plano cartesiano infinito, considerando la
proyeccion del movimiento sobre uno de los ejes, digamos el horizontal, se tiene una particula
que se mueve sobre una linea recta, asi que, en cada tiempo ¢ > 0, la particula se encuentra
en una posiciéon que denotaremos por W;. Esta posicién es aleatoria ya que el movimiento
del grano de polen se debe a los choques que recibe de las moléculas de agua. Lo que se
busca entonces es un espacio de probabilidad en el cual se pueda definir una familia de
variables aleatorias reales {W; : t € [0,00)} de tal manera que W, represente la posicién de
la particula en el tiempo t. Para esto, se parte de las propiedades que se observan en un
movimiento browniano, o mejor dicho, de propiedades que se aproximan a las observaciones.
Estas propiedades consisten en lo siguiente:

1. El grano de polen no se mueve a saltos, sino de una manera continua; asi que, cualquiera
que sea su movimiento, la funcién ¢t — W, es continua.

2. El punto de inicio del movimiento se toma como el origen de la linea recta sobre el cual
se mueve la particula. Asi que Wy = 0.
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3. El movimiento que sigue la particula a partir de su posicién en un tiempo ¢t > 0, es
independiente de como haya sido en el intervalo [0,¢]. Asi que, Si t; < ty < -+ < t,
son numeros reales positivos, entonces las variables aleatorias W;, — Wy, Wy, — Wy, ...,
Wy, — Wy, _, son independientes.

4. Si 0 < s < t, la distribucién de W; — W, es normal com pardmetros p =0y o> =t — s.

Sit; <ty < --- < t, son nimeros reales positivos, sabiendo que las variables aleatorias
Wy, —Wo, We, =Wy, ..., Wy, — W, _, son independientes, podemos encontrar la funcién de
densidad conjunta de W;,, W,,, ..., W, considerando la transformacién ¢ : R" — R" dada
por:

Yp =21+ 22+ -+, para k € {1,...,n}.
cuya inversa, ¢, estd dada por:

1 =Y

Ty =Yk — Yr—1, para k € {2,...,n}.

En efecto, se tiene:

(th,...,th) = QO(th,Wt2 —th,...,Wt _th—l)

n

Asi que:
szl,...,th (yla <. ,yn)
(¢(y17 s ;yn)>

= ’J¢)(y17 AR 7yn)| thl’WQthl""’thth

n—1

_ 1 1,2 1 2 1 2
—V/@m i (ta—t) (b —tn—1) exp {—g Y1 } exp {—m (Y2 = y1)"} - exp {—m (Yn = Yn-1)"}

— 1 1 11,2 1 2 1 2
o \/(271')”151(tz—tl)n-(tn—tn_l) €xp {_5 |:Hy1 + to—t1 (y2 - yl) +- Tt tn—tn—1 (yn - yn—l) i| }

Algo similar se puede hacer cuando ¢; = 0.

En otras palabras, para cada subconjunto finito {¢i,ts,...,¢,} de nimeros reales no nega-

tivos, se tiene la funcién de densidad conjunta, y, por lo tanto, la funcién de distribucién
conjunta, de W, , Wy, ..., W,

n*

De lo que se trata entonces es de que, partiendo del conocimiento de esas distribuciones
conjuntas, se pueda construir un espacio de probabilidad en el cual se pueda definir toda la
familia de variables aleatorias {W; : t € [0,00)} de tal manera que para cada subconjunto
finito de mimeros reales no negativos {t1,ts,...,t,} la funcién de distribucién conjunta de
Wi, Wiy, ..., Wy, sea la que se tenfa al inicio.
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Regresando a la formulacién general del teorema de Kolmogorov, la idea de la demostracién
es la siguiente:

Para cada subconjunto finito de I', se tiene una funcién de distribucién finito dimensional,
de tal manera que se satisface la condicién de consistencia que se formula en el enunciado del
teorema. Se considera entonces el producto cartesiano de tantas copias de R como elementos
tenga I', es decir R'. Para cada subconjunto finito u de I' se expresa R!' como el producto
cartesiano R* x RI'™* y se genera, sobre R*, una medida de probabilidad a partir de la
distribucién finito dimensional correspondiente al conjunto u (es decir, se genera una medida
sobre los borelianos de R*). De lo que se trata entonces es de obtener una medida sobre
R! juntando todas las medidas que se obtienen sobre los conjuntos R%, donde u corre sobre
todos los subconjuntos finitos de I'. Esto se logra definiendo primero una funcién finitamente
aditiva y o-subaditiva sobre el dlgebra de subconjuntos de RY formada por la familia de
todos los conjuntos que pertenecen a B (R*) x R'~* para algtin subconjunto finito u de T
Después se aplica el teorema de extensién de Carathéodory para obtener una medida sobre
la o-dlgebra generada por esa dlgebra y los conjuntos de medida exterior cero.
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Demostracién del teorema de Kolmogorov

Paso 1.
Denotemos por U a la familia de subconjuntos finitos de T'.
Sean Q =RV = {f: T +— R} y, para cada u € U, R* = {f : u — R}.

Por definicién, un elemento w € €2 es una funcién de I' en R, sin embargo podemos también
imaginar a w como un vector el cual tiene una coordenada para cada t € I.

Paso 2.

Sabemos que, para cada v € U, con n elementos, se tiene una funcién de distribucién en n
variables F;, : R* — R.

Esta funcién de distribuciéon F, genera una medida de probabilidad P, definida sobre los
conjuntos borelianos de R* tal que:

P, ((—oo,up| X -+ x (=00, up]) = Fy(uy, ..., uy,)
para cualquier (uq,...,u,) € R%
Paso 3.
Para cada v = {uy,...,u,} € U, denotemos por I, a la funcién II, : Q@ — R" definida por
II,(w) = (w(uq),...,w(uy,)) v, para pareja u,v € U tal que u C v, denotemos por II,, a la

funcién 11, : RV — R* definida por I1,, (f) = fu., donde f, : u — R es la restriccién de
frv—Rau.

Obsérvese que 11, y I1,,, son simplemente proyecciones sobre un espacio de menos coordenadas
al del dominio.

Paso 4.

Sabemos que si u,v € U y u C v, entonces la funcién de distribuciéon F), coincide con la
distribucién marginal que se obtiene de F), restringiéndola a las coordenadas de u; es decir,
siu={u,...,untyv=-_uy,...,uy,v1,...,0,}, entonces:

Fu(uh cee 7un) = hm(vl,...,vm)—>(oo,...,oo) Fi)(ul? ceey Un, Uy n e 7Um)
Asi que:

P, ((—o0,uy] X «++ X (—00,up]) = P, ((—00,u] X - X (—00,u,] X R X -+ x R)
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Pero:
(—o0,uy] X« -+ X (=00, up] X R X -+« x R=IT! ((—o0,uy] X -+ X (—00,uy,|)
Por lo tanto:

P, ((—o0,uy] X -+ X (—00,uy,)) = P, (I} (=00, uy] X -+ X (—00,uy,)))

VU

Como los conjuntos de la forma (—oo,uy] X -+ X (—00, u,| generan la o—élgebra de Borel
en R*, se tiene entonces:

vu

para cualquier conjunto boreliano B, de R".

Paso 5.

Para cada u € U, denotemos por B, a la o-dlgebra de los conjuntos borelianos de R" y
definamos:

%OZ{HJI(B'LJUEUYBuEBu}

Cada elemento de &y es un subconjunto de €2, es decir estd formado por vectores cada uno
de los cuales tiene una coordenada para cada t € I'; lo que caracteriza a esos vectores es
que restringiéndonos a las coordenadas que corresponden a los elementos de u, se obtiene un
elemento de B,. También puede pensarse I, (B,) como B, xR ~%; es decir, restringiéndonos
a las coordenadas correspondientes a u, II;' (B,) es B,, mientras que restringiéndonos a las
coordenadas correspondientes a I' — u, es RI %,

Paso 6.
Demostremos que 3y es un dlgebra de subconjuntos de €2:

Obviamente, 2 € Jy y si F € Sy entonces E¢ € Sy. Por otra parte, si £ =1I' (4,) € So y
F =11, (B,) € So, seaw =uUv, A, =1, (A,) y B, = II.,}(B,), entonces:

EUF =11' (A4, UB,) € Sy.

Por lo tanto, g es un dlgebra de subconjuntos de 2.
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Paso 7.

Definamos P : S — [0, 1] de la siguiente manera:

P (II;1 (Bu)) = Pu(Bu)

u

Observemos en primer lugar que P estd bien definida. En efecto, supongamos que I, (B,) =

1! (A,), entonces, definiendo w = u U v, se tiene:

L1 (By) = 11, (I, (Bu))

w wu

Asi que:

Por lo tanto:

Paso 8.
Q =11, (R*) para cualquier v € U.

Asi que:

Paso 9.

Mostremos que P es finitamente aditiva:

En efecto, Si E = II;' (4,) y F = II;! (B,) son elementos de Jy, ajenos, sea w = u U v,
A, =1I,1(A,) y B, = ITI;}(B,), entonces A, y B, son ajenos y EU F = II.;' (4, U B,),
asi que:

P(EUF) =P, (A, UB,) =P, (A,) + P, (By)
= P, (A,) + P, (B,) = P(E) + P (F)
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Paso 10.

Mostremos ahora que P es o-subaditiva:

Comentario: En general la propiedad de o-subaditividad de una funcién no negativa y
finitamente aditiva, definida sobre un dlgebra de subconjuntos de un conjunfo F, es la que
resulta mads dificil de demostrar. Contamos con las propiedades que se enuncian a continua-
cién, las cuales son equivalentes. En cada caso, se tiene que buscar cuédl es la mas simple de
probar.

i) p es o-subaditiva.
i1) u es o-aditiva.

i11) Para cualquier sucesién creciente (A,,) de elementos de A tales que | J,~ ;| A,, € A, se

tiene p (U2, An) = im0 p(A,).

iv) Para cualquier sucesién decreciente (A,,)
se tiene (o, An) = lim, . p(A,,).

neN?

»ens de elementos de A tales que (-, A, € A,

v) Para cualquier sucesién decreciente (A,,) de elementos de A tales que (2, A, = 0,

se tiene lim,, ., 1(A4,) = 0.

neN?

En este caso vamos a demostrar la propiedad v.

Consideremos una sucesion decreciente (F;);.y, de elementos de S, tal que (2, E; = 0,
entonces vamos a demostrar que lim; ., P (F;) = 0.

Para cada i € N, sea v; € U y A; € B,, tales que E; = H;l (A;), v definamos u; = U;:1 v;
y B; =11, (4;). Entonces B; € B,,, E; = I} (B;) y la sucesién de conjuntos (uy),cy €s
creciente.

Supongamos que lim; ., P (E;) > 0 y denotemos por ¢ a ese limite.

Por el teorema 2, para cada i € N, P, (B;) puede ser aproximada por medidas de compactos

contenidos en B;, en particular existe un subconjunto compacto de R*, contenido en B;, tal
que:

Sea F; = II,! (K;).

Como, para cualquier i € N, F; = H;il (B;) y K; C By, se tiene F; C E;; asi que si probamos
que ()2, Fi # 0, habremos demostrado que (>, E; # 0, llegando asf a una contradiccion.
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Para cada j € N definamos:
Hj = ﬂle F;
Entonces, como la sucesién (£;),. es decreciente, se tiene:
H; (-, Ei = E,
Ademds, la sucesion (H;),  es decreciente y se tiene:

Ly — Hj = Ej —ﬂleFz' :Ejm( leﬂ>C=Ejﬂ( g:lFic>
- g:1 (E; NFY) = ‘3:1 (E; — F)

Asi que, resumiendo, tenemos:

E; =111 (B))

Fy =111 (K5)

K; C B;

F, C E;

Hj = ﬂgzl L

P (E;) > ¢ para cualquier i € N.

La sucesién (u,), oy €s creciente.

Para cualquier n € N, u,, es un subconjunto finito de I'.
La sucesién (E;),.y es decreciente.

La sucesioén (H;), .y es decreciente.

P(E;) = Py, (B))

P(F) = Py, (K;)

Py, (B;) — Py, (K;) < 551

H; C Ej

E,—H;=_ (E—F)
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Por lo tanto:
P(E;) ~ P (H,) = P(E; — H) = P (UL, (B - F))
<Y P(E—F)<Y, P(Ei~F)=Y_,[P(E) - P(F)
= Y [P (B) = P (K < Ty g < g = 5555 = 5
Asi que:

P(H])>P<Ej)— > e —

N ™
[\

=
2

Por lo tanto H; # () para cualquier j € N.
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Asi que, lo que tenemos es una sucesién (Kj;),.y de conjuntos compactos tales que, para
cualquier i € N, K; C R*, donde (u;),.y es una sucesién creciente de subconjuntos finitos

de T, y, si F; = 11! (K;), entonces H; = (Y_; F; # 0.
Queremos demostrar que ﬂ;’il F, £ 0.

Como H; C F; para cualquier ¢ € {1,...,j}, entonces, fijando i € N, se tiene que H; C F;
para cualquier j € {i,i+1,...}.

Para cada j € N, sea 219 € Hj, entonces, fijando i € N, 219 € F; =II! (K;) para cualquier
je{ii+1,...}; asf que, IT, #V) € K;para cualquier j € {i,i+1,...}.

En particular, (IT,,z%)) __ es una sucesién en K7, asf que tiene por 1o menos una subsucesion
) ul ]EN b

convergente (Hulx(mm’)))j o donde se puede asumir que m,1) > 1.

A su vez, (T, z(™1.»)) es una sucesion en Ky, asi que tiene por 1o menos una subsucesion
) 2 jEN )

convergente (Huz,:z:(m(?d))) donde se puede asumir que m( 1) > 2.

JEN?

Continuando de la misma forma, obtenemos, para cada ¢ € N, una sucesién convergente

(m(i,j) , (M(it1,5)) i6
(Huix (i,9) )jeN en K;, de tal manera que (Hu,-+1£€ (i+1.3) )jeN es una subsucesién de (Hum

En particular:

lim;_, Hui+lﬂj‘(m(i+l,j)) = lim, ., Huiﬂx(m(i,y‘))

Ademds, como la sucesién (u;),. es creciente, se tiene:

IT IT

m(m(i+1,j))) = I, z(mG+1.9)
1

Ui+1ui( Uit1

Ast que, si x,,, = lim;_ II, z(M69) | entonces:

i

Wy u, (muiﬂ) = Ty,

(m(i,j))
x )jeN.
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Hemos obtenido entonces una sucesion (xy,),cy tal que z,,, € K; C R = {f : u; — R} para
cualquier i € N y sid,j € N, con i < j, entonces Il ., (7y,) = 7y,

7

Recordemos que, como la sucesién (u;),oy es creciente, R* es un subespacio de R"/, para
cualesquiera 7, 7 € N, con 7 < j.

Asi que, para cualquier ¢ € N, tenemos un elemento z,, € R% de tal manera que las
coordenadas de z,,_, coinciden con las coordenadas de x,, en las entradas que corresponden

a Uj.

Entonces, lo que vamos a hacer es pegar las coordenadas de los puntos z,, para obtener un
elemento de RYi=1%,

Definamos la funcién y : U2, u; — R (es decir, en RY=1%) de la siguiente manera:
y(t) = xy,(t) sit € u;

Para cada j € N, denotemos por por II(*) a la proyeccién de RY=1% sobre R%. Entonces
tenemos:

1) (y) = Ty, € K;

Recordemos que Q = {f : I" — R}.

Definamos wy € €2 de la siguiente manera:

0 sitel —URu,

Entonces II,,(wy) = x,, € K; para cualquier i € N, asi que wy € II;' (K;) = F; para
cualquier ¢ € N, es decir:

wo € Mgy Fi
Asi que, (2, Fi # 0, lo cual establece la contradiccién mencionada.
Por lo tanto, la suposicién que hicimos (lim; .., P (E;) > 0) es falta; es decir:
lfmy .o P (E;) = 0

Asi que P es o-subaditiva.



24

De acuerdo con el teorema de extensién de Carathéodory, existe una tnica medida de pro-
babilidad P definida sobre I = o () tal que P (I, ' (B,)) = P, (B,) para cualquier u € U
y B, € B,.

Para t € ', sea X; : Q +— R definida por X;(w) = w(t).
Entonces:
(X <z] = H&l} ((—o0,z]) € 3o
para cualquier t € I'' y z € R.
Asi que X; es S-medible para cualquier t € T'.
Ademds, para cualquier u = {t1,...,t,} € Uy (z1,...,x,) € R% se tiene:
P[Xy, <my,...,X;, <, = PL;* ((—o0,21] X -+ X (—00,2,]))
= P, ((—00,x1] X -+ X (—00,2,]) = Fu(z1,...,2,).

Asf que F, es la funcién de distribucién conjunta de Xy, ..., X, . .



